EXAMEN PARCIAL DE METODOS NUMERICOS (MB536-2025-1)

PARTE |

Responda siguientes preguntas:

1. (1 P) Unacomputadora utiliza una representacion de nimeros en punto flotante de 10 bits
bajo el estandar IEEE-754 simplificado, con 4 bits para el exponente.
Importante: Si se requiere redondeo, debe aplicarlo segun la precision disponible. Exprese
los resultados en forma decimal exacta o0 como fracciones si es necesario.
Complete la siguiente tabla para cada nimero dado:

NUmero Notacién punto Notacién de maquina Notacion
flotante decimal
—-17.8 -(1.00100)2* 11011 00100 —18
100*épsilon | (1.10010)2* 01000 10010 3.125

2. (1 P) Considere la siguiente proposicién:

"El método de eliminacion de Gauss sin pivoteo siempre puede aplicarse para resolver
cualquier sistema de ecuaciones lineales que tenga el mismo nimero de ecuaciones y
variables, independientemente de las caracteristicas de la matriz de coeficientes."

Indique si esta proposicion es verdadera (V) o falsa (F) y justifique su respuesta de manera
clara y fundamentada.

Solucién

» El método de Gauss con pivoteo puede resolver cualquier sistema cuadrado
si solo es posible cuando ningun pivote se anula durante el proceso.

e Conclusion: La proposicion es falsa porque el método de Gauss sin pivoteo no
puede manejar sistemas con pivotes cero o matrices singulares, lo que
contradice la afirmacion "sin importar la naturaleza de la matriz".
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EXAMEN PARCIAL DE METODOS NUMERICOS (MB536-2025-1)

3. (1 P) Dada la matriz:
4 1 1

1 3 1

1 1 2
utilice el método de la potencia para estimar el autovalor dominante y su autovector

A=

1
asociado. Comience con el vector inicial x(® = [1] realice 02 iteraciones. Muestre el
1

autovalor Ay su autovector asociado en la segunda iteracién. ¢ Cual seria el error relativo
estimado en la segunda iteracion?
Nota: Usar norma euclidiana.

Solucion:
Iteracion numero 1

4 1 17[1 6] 1

1 3 1 1] = [5 lambda= 6 [5/6]

1 1 2111 4] 4/6

Lam=6.0 x=1.00000 0.83333 0.66667

4 1 111 1 133/6 1

1 3 1 5/6] = 25/6] lambda= 33/6 = 5.5 [25/33‘
1 1 2114/6 119/6 19/33

Iteracion numero 2 A*x=5.50000 4.16667 3.16667

Lam=5.5 x=1.00000 0.757576 0.575758

Delta =0.0857 (8.6%) con norma euclidiana, y aproximadamente 9% con
norma infinita.
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4. (1 P) Se desea resolver un sistema lineal Ax = b, usando el método iterativo:
x = Tx + C, donde:
T={D-wL) Y (1-w)D+wlU)yC=w(D-wL)"'b
El siguiente programa en MATLAB permite evaluar el valor 6ptimo de ® en un intervalo
determinado, con el objetivo de minimizar el niimero de iteraciones requeridas para
alcanzar una tolerancia dada.
Complete el programa MATLAB para implementar esta busqueda del ® 6ptimo.

A=[3 1;1 5]; b=[3; 2];
D=diag(diag(A))
L=D-tril(A)
U=D-triu(A)
TOL=1e-14; tabla=[];
for w=0.8:0.01:1.7
x=zeros(size(b));
T=inv(D-w*L)*((1-w)*D+w*U);
C=w*inv(D-w*L)*b;
for i=1:100
xn=T*x+C;
err=norm(xn-x,Inf); % estima error
X=Xn;
if err<TOL % Condicidn de parada
break
end
end
tabla=[tabla; w i]; % almacena w y el numero de iteraciones
end
disp(tabla)
plot(tabla(:,1),tabla(:,2),"'*"') % Grafica w vs Numero de iteraciones
grid
xlabel('w'), ylabel('Numero de Iteraciones')

[m,p]=min(abs(tabla(:,2))); wopt=tabla(p,1)
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PARTE II

Problema 1

En un laboratorio de vibraciones se debe
confirmar que la frecuencia natural fundamental
de flexion de un segmento de brazo robético en
voladizo debe superar el limite de disefio de 100
Hz para que sea aceptable; la frecuencia se
aproxima mediante la expresion:

AN

l< L |
=4

Figura 1 Brazo Robotico en voladizo

1 |3EI

T onmi

donde E es el médulo de elasticidad, | el momento de areay m la masa lineal, mientras
que la longitud L = 1,1 m se considera conocida sin incertidumbre significativa; se han
medido: E = (215 +3) x 10° Pa, | = (7,80+0,06) x 10° m* y m = (9,40+0,10) kg/m.

Desarrolle lo siguiente:

a) (2 P) Escriba la funcion del maximo error absoluto de f en funcion de E, 1 y m, usando
propagacion de errores.

b) (0.5 P) Estime el maximo error absoluto de f.

¢) (1.5 P) Determine si el disefio es aceptable considerando el margen de error. Justifique
con base en el resultado.

Solucién
Parte a)
af B \/§11/2
OE _ 4ml3/2mi/2E1/2
of  ~BEY?
ol 4AmlL3/2mi/2[1/2
of  \BEVZ[/?
om _ 4nl3/2m3/2
\/§11/2 \/§E1/2 \/§E1/211/2
— 9 -6
Ef = o7 apirz 3% 107 + T yaqiys * 006 % 1070 + o —er 0,01
Parte b) Reemplazando
Ef=1.6291
Parte c)

F aproximado es 100.92, por lo tanto, el valor exacto estaria en el intervalo [99.2949
;102.5531] como es incierto el valor exacto dentro de ese intervalo, no se puede asegurar que
sea mayor que 100 Hz, por lo tanto no es aceptable, ya que se debe asegurar que supere toda
incertidumbre, esto debido a que valor extremo inferior posible es 99.2949 lo cual es menor al
valor de disefio de 100 Hz.
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Problema 2

Los sistemas de masa-resorte tienen numerosas aplicaciones en ingenieria. La Figura 2
muestra un arreglo de tres resortes conectados en serie,

comprimidos por una fuerza externa de F=2000 Newtons. En
estado de equilibrio, el balance de fuerzas entre nodos es el

5

siguiente:
ky(xy —x1) = ky x4 k3
k3(xs —x2) = ky(x; — x4) ]
F =ks(x3 —x3) — K2
Siendo ky =150—  k, =50N/em ks =250 N/cm ]
a) (1 P) Reescriba el sistema en forma matricial, llevando todos k1

los términos al miembro derecho de cada ecuacién. Analice
el condicionamiento numérico del sistema si los calculos se

realizan con 6 cifras significativas, y considere el sistema
mal condicionado si la pérdida de cifras supera el 50 %.

x3

x2

x1

T

b) (1 P) Verifique si es posible aplicar la factorizacion de Figura 2 Sistemas de resortes en serie

Cholesky.

¢) (1 P) Realice la factorizaciéon A=LU de Cholesky si fuera posible, caso contrario aplique
otra factorizacion discutida en clase.

a) (1 P) Resuelva los sistemas triangulares obtenidos en ¢) y comente sus resultados.

Solucién

a)

200 -—50 0 X1 0
=50 300 -—250{([*z2| = 0
0 —250 250 11l%3 —2000

Nétese que la fuerza es negativa ya que es opuesta al eje x:
k(A) = [lAll_lA7H = 34.2996
(00 (00

Los digitos perdidos se pueden aproximar con la siguiente relacion:
dp = log,ok(A) = 1.5353

Se espera una pérdida de precisidn de 2 digitos, es decir, 33% de los digitos empleados, por
lo que el sistema esta bien condicionado.

b)

La matriz es simétrica. Los determinantes de los menores principales son positivos: d1=200,
d2=57500 y d3=1.8750e+06. De acuerdo con el teorema del Silvester la matriz es definida
positiva, por lo que, si es posible aplicar la factorizacién de Cholesski.
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EXAMEN PARCIAL DE METODOS NUMERICOS (MB536-2025-1)

c¢) Aplicando Choleski:

—-50 300 -250

[200 -50 0 ]
0 —-250 250

14.1421 0 0 14.1421 —-3.5355 0
=]1-3.5355 16.9558 0 0 16.9558 —14.7442
0 —14.7442 5.7104 0 0 5.7104

d) Resolviendo los sistemas triangulares:

Resolviendo el sistema triangular inferior por sustitucion directa:

14.1421 Z 0
sssss teosss o |l |- o | el o ]
0 —14.7442 5. 7104 —2000 Z3 —350.238

Resolviendo el sistema triangular superior por sustitucién inversa:

14.1421 —3.5355 X1
0 16.9558 —14. 7442 xz = X2
0 0 5 7104 350 238 X3

= —53.3333

—61.3333

Los valores negativos indican que los tres resortes se desplazan hacia abajo, es decir,
contrario al eje x, debido a que estdn sometidos a una fuerza de compresién.
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Problema 3
Se tiene un sistema de tres depdsitos interconectados Depésito2
gue intercambian caudales de entrada y salida de 25L/min
solucién, como se muestra en la Figura 3. Las Glgk y
concentraciones de soluto en cada depdsito, A Depésito3

20 L/min ’
expresadas en g/L, se denotan como x;,x, Y X3, x5 g/L 20 L/min
correspondientes a los depésitos 1, 2 y 3 Depésito 1 =
respectivamente. Los caudales de entrada, salida y 513?n/irL1 | 13L/min
transferencia entre depdsitos se indican también en AaE
la Figura 3. Figura 3 Sistema de depositos interconectados

Se solicita:

a) (1 P) Plantee el sistema lineal de ecuaciones Ax = b que describe el balance de masa en

estado estacionario para las concentraciones x,, x, y xs. Justifique claramente el origen
de cada término en las ecuaciones.

b) (1 P) Analice la convergencia tedrica del sistema propuesto respecto a los métodos
iterativos vistos en clase (Jacobi y Gauss-Seidel). Determine si ambos métodos convergen
y justifique matematicamente su respuesta.

¢) (1 P) Utilizando el método iterativo que garantice mayor rapidez de convergencia, realice
tres iteraciones a partir del vector inicial x©* = [0; 0; 0]*. Muestre el desarrollo
completo de cada iteracion.

d) (1 P) Calcule el error relativo (norma infinita) en la Gltima iteracién obtenida para x). A
partir de este resultado, determine el nimero de cifras significativas exactas que tiene la
solucion.

Nota:
Balance de eaudales en el depdsito 1: 50 + 15x3 = 20x4

Solucién

Deposito 2: 20x; = 25x,
Deposito 3:  25x, = 35x;

20 0 —157[*1 50
2 25 o”Ho]
X3 0

0 25 =35

El sistema presenta diagonal dominante por este motivo garantiza
convergencia de ambos métodos, pero mas rapido sera Gauss Seidel.
Algoritmo de Gauss Seidel:
X1i+1 = /2 + 3/4x3
Xzi+1 = 4/5%X1141
X3i+1 = 9/ X241
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Itera 0: x1 = 0.0000,x2 = 0.0000,x3 = 0.0000
Itera1l:x1 = 2.5000,x2 = 2.0000,x3 = 1.4286
Itera 2: x1 = 3.5714,x2 = 2.8571,x3 = 2.0408
Itera 3: x1 = 4.0306,x2 = 3.2245,x3 = 2.3032

lx*(3) — x*(2)ll_eo/llx"(3) |0 %0.1139

Por lo que en la tercera iteracion presentaria redondeo.
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Problema 4

Supongamos que estamos evaluando el rendimiento térmico, n , de un motor, el cual
depende de la temperatura T del motor. La relacion entre el rendimiento y la
temperatura se puede describir mediante la siguiente ecuacion no lineal:

TI(T) =To— k(T - Topt)2

Donde:

" 1o = 20% representa el rendimiento maximo | : \
tedrico del motor a la temperatura optima. Figura 4 Pruebas de rendimiento

L térmico de un motor
» T, = 25°C es la temperatura Optima a la que el
opt

motor opera con maxima eficiencia.

» k=012 :?2 es la constante que describe la pérdida de rendimiento con el

alejamiento de T,

Se desea encontrar la temperatura T a la cual el rendimiento del motor cae al 15%.
Para ello se utilizaran métodos numéricos.

a) (1 P) Localice la solucién aplicando el teorema de Bolzano, teniendo en cuenta los
siguientes intervalos candidatos:
[18,19]; [19,20] y [20,21].

b) (1 P) Realice 02 iteraciones de biseccion paso a paso y estime el error, utilizando
como intervalo inicial el seleccionado en el item anterior.

c) (1.5 P) Aplique Newton-Raphson paso a paso, partiendo del punto medio del Gltimo
intervalo obtenido en b), hasta tener una precision de 10~3. Considere el error relativo
cometido.

d) (0.5 P) Comente sus resultados acerca de la convergencia de los métodos
empleados.

Solucién:
Ecuacidn del rendimiento:
n(T) = 20% — 0.12%/°C? x (T — 25°C)?
Buscamos T tal que n(T) = 15%.
Parte a) Localizacion usando Teorema de Bolzano
Reescribimos como funcion f(T):
f(T) =5—0.12(T — 25)?

Evaluacion en intervalos:
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Intervalo  f(a) f(b) ¢Cambio de signo?
[18,19] -0.88 +0.68 sSjv

[19,20] = +0.68 +2.00 No
[20,21]  +2.00 +3.08 No

Conclusion: Laraiz esta en [18,19].

Parte b) Método de Biseccion (2 iteraciones)

Iteracion 1:

Intervalo: [18,19]

Punto medio: T: = 18.5

Nuevo intervalo: [18.5,19]

Error absoluto: (19-18)/2t = 0.5°C
Iteracion 2:

Intervalo: [18.5,19]

Punto medio: T>=18.75

Nuevo intervalo: [18.5,18.75]

Error absoluto: (19-18)/22 = 0.25°C
Parte c) Método Newton-Raphson

Derivada: f/(T) = -0.24(T - 25)
Iteracion 1:

0o=18.75
f(To) = 0.3125
f(To)=1.5
T:1=18.5417
Error relativo: |(18.5417-18.75)/18.5417| = 1.12%
Iteracion 2:

T:=18.5417

f(T:) =-0.0116

f(Ti)=1.55

T2 =18.5492

Error relativo: |(18.5492-18.5417)/18.5492| = 0.0404% < 0.1%
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Resultado final: T = 18.5492°C

Parte d) Andlisis de convergencia

Método Iteraciones | Error final Tipo de convergencia
Biseccion 2 0.25°C (absoluto) Lineal (lenta)
Newton-Raphson = 2 0.0404% (relativo) =~ Cuadratica (rapida)

Conclusiones:

1. Newton-Raphson fue mas eficiente (precision <0.1% en 2 iteraciones)
2. Biseccion garantiza convergencia pero es mas lenta
3. Laceleccion de To = 18.75 fue adecuada para Newton-Raphson

Pagina 11|11



