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APROXIMACION DE FUNCIONES

INTRODUCCION: En este capitulo se estudiara la aproximacion deidnes
disponibles en forma discreta (puntos tabulada®), funciones analiticas sencillas, o
bien de aproximacion de funciones cuya complicataraleza exija su reemplazo por
funciones mas simples, especificamente por poliosntina vez que se ha determinado
un polinomioPy(x) de manera que aproxime satisfactoriamente unadiurdadaf(x)
sobre un intervalo de interés, puede esperarseadderenciarP,(x) o integrarla,

también aproxime la derivada o integral correspemtei &(x).

Aproximacion polindbmica

Se realiza cuando la funcién puede ser conocidéoena explicita o mediante un
conjunto de valores tabulados para cada uno dargsmentos por donde pasa la

funcion (valores funcionales).

Xj Xo X1 pa
f(Xi) Fo f1 fa

Normalmente se acepta aproximar a la funcion talauden puntos coincidentes
mediante un polinomio de grado “n” (condicion decspmacion):

f(xi) = Py(X)) ; paratodopen [%,X]

Donde:Pn(X) = aX" + a1 X" +...+ax+a,, con a0

v
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Donde: E(x) = f(X) — Pn(x) ; Paratodo x esx
Observaciones:
1) Los polinomios son funciones faciles de derivaiegnar, evaluar y de programar en

un computador. Véase :

Pn(X) = anX” + anaxX" . ax+ao
P'n(X) = nax"™ + (n-1)a1x"%+...+a

2) Los polinomios presentan propiedades analitrog®rtantes que facilitan el calculo
de las raices del polinomio, asi mismo nos peridiatificar el tipo de raiz (Real 6
complejo).

Calculos Analiticos

1) Interpolacion f(xX)=Pn(x), X en [%,Xn]
2) Extrapolacion f(x)=Pn(x), X<Xp 0 X>%,

3) Diferenciacion f(x) = P’n(X)

., b b
4) Integracion :L f(x)dsz P (x)dx

Propiedades de Aproximacion

1) Siempre que se acepte aproximar la funcion f(x)iamée un polinomio de grado n:
Pn(X) que pase por (n+1) puntos coincidentes, seguaedstruir un polinomio que
es unico (propiedad de existencia y unicidad).

2) El error de aproximacion viene dado por:

f(n+1)(£)
(n+1)!
Paraalgine0< x, x, > ; xO[%,, X,]

E,=f(X0)-R()= (X = %) (X =3)...(x = x)

3) Cota superior de error (M):

~ ~ M
EM=10-ROI= 1

Donde M :mé%f(”ﬂ)(x)‘} parax[x, x,]

(X=%)(X=%)--(x=X,)

INTERPOLACION NUMERICA

Consiste en estimar el valor de la funcif®) para cualquier argumento conociendo

la funcién de manera explicita o0 mediante un caojdie valores tabuladds;,f(x;)).
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Herramientas de Interpolacion

A continuacién definiremos algunas herramientas gas permitirAn mas adelante
construir un polinomio de interpolacion:

= Diferencias Finitas

= Diferencias Divididas

Diferencias Finitas

Se define para un conjunto de pung,fo);(X1,f1);...;(Xn,f,), igualmente espaciados
parax; es decirX;+1-Xj=h; para i=0,1,...,n-1.
Se definen tres tipos de diferencias finitas:
» Diferencia finita hacia adelante o progresiva
= Diferencia finita hacia atras o regresiva
= Diferencia finita central
a) Diferencia Finita hacia adelante o progresiva

Diferencia finita de primer orden:

Af = f - f,

Diferencia finita de segundo orden:

N f, = Of,,, - OF,

Diferencia Finita de orden n:

A" f, = A", - A"EE,

Tabla de diferencias finitas hacia delante (h=cte)

Xk f(Xk) Afy A%y ANtk A%y
Xo fo
Afg
X1 f1 A
Afy Mo
X2 fa A%, N
Afy N’y
X3 f3 N,
Af3
Xa fa
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b) Diferencia finita hacia atras o regresiva:

0"f, =0"'f, -0"f,,

c) Diferencia Finita Central:

e R T e O

Diferencias Divididas

Se define para puntos o0 argumentos desigualmepéeiados:

Diferencia dividida de Primer orden:

f (%)= F(x)
Xi+1 - Xi

Diferencia dividida de segundo orden:

Fx, %l =

f[xi+1' Xi+2] B f[xi ! Xi"'l]
X2~ X

FIX X0 X2l =

Diferencia dividida de orden “n”:

FIXoqreeeXin] = FIX e Xl
Xn %

D40 Xz X1 Xan] =

Polinomio de interpolacion de Newton basado en difencias Divididas

Sea la funcion f(x) tabulada para (n+1) puntosmpi® es posible construir un
polinomio de grado “n” (0 menor) que pase por diclpointos y se le puede dar la

forma:

f(X) = P,(X) =3y +a,(X=X%;) +3,(X =X )(X=%) + ...t @, (X=X ) (X = X)...(X = X, ;)

Se trata ahora de determinar los coeficientes a

Si X=X, Pa(X0)=a0=f(X0)

Si X=X, Pa(X1)=f(X0)*au(X1-X0)=f(x1)
an=(f(x1)-f(X0))/(X1-X0)=f[X 0,X1]

Es estudiante puede demostrar que en general ggecum

a, = f[xo,xl,...,xk]
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Por lo tanto:

R = T06) + T (X =0) + TG (X =X6) (X =) + F[XpX - X J(X=X) (X= ) . &= %,.1)

P(x)-f(><o)+Zf[><o XJ(X=%)... &~ >9<1)-f(><o)+Zf[><o x]|'@|(x X;)

k=1

Error de Interpolacién

(n+1) (8) (n+1) (£)
( o1y (XXX X)) = (+1),

en(X) -

|_! (x=x) €e0[xy,X,

6,(x) = f[xoxl---xnxlﬁl (x=x)

Se suele aproximar el error considerando \xzxes decir, se requiere un punto

adicional.

Polinomio de interpolacion basado en Diferencias Ritas Progresivas

Se debe hallar una relacién entre las diferengiésas y divididas; se deja como

ejercicio la demostracion que:

A" £,
k!h*

Reemplazando en el polinomio basado en diferenioigdidas se tiene:

fF[Xgs Xy Xgpeeee X ] =

Af, N2 f A f,

P00 = fo #2508 (X %) 2 (X X) (X)L

(X = %) (X = X;4)

Teniendo en cuenta que los intervalos se tomataingente espaciados (h=cte) para X,

y haciendo el cambio de variable, se demuestra que:

X = X,
h

P,(s) = f, + sAf, +

n i S
P, (s) = iZ:oA fo(ij

Esta ultima forma se conoce como polinomio de paiacion de Newton Progresivo.

S =

s(s-1)..(s-n+1)
n!

S(SZ—I_l)AZfO o A" f,

Queda para el estudiante como ejercicio la dedncd® la formula de error para el

polinomio anterior.
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Polinomio de interpolacion basado en Diferencias fitas Regresivas

s(s+1)(s+2)+...+(s+n-1) On f
n! "

P (s) = f, +sOf, +S(S2 D2y +WD3&+...+

n

. X
Teniendoencuentaque: s =

Polinomio de interpolacidon basado en Diferencias Ritas Centrales

Polinomio de Stirling

[af—llz + 6f+1/2] 5 f + S(S2 _12) _53 f—1/2 + 53 f+1/2.
1 2 3 2

P, (s)= f,+>

(S -1) s, SHST LS —20) [8°0,, + 0% Hs]
4 ’ 5 2

Queda para el estudiante demostrar que el polinanterior puede representarse en la

forma siguiente:

S S s+1 s+1 s+n-1)_,., (s+n-1)_,
I P A R B e R

1=1) i s+i-1 i X=X
1]512’2“’( 2 jdg S=Th

n S+
P, (s) = fo"'Z( i —
i=1

Polinomios de interpolacion de Lagrange

Para intervalos iguales o no.

P.(x) = Zn: Li () F06) = Lo(x) £ (%) + Li(X) F(x) +...+ L, (X) T (%)

(n+1)
- f(x)-&(x)-w( X = Xo)(X = %) ( X = X,)

(n

para alguns 0< x,, X, >

F XU[X, %, ]

+1)!
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Interpolacion segmentaria o Splines

Un Spline o trazador es una funcion que consisteozos de polinomios (polinomios a
trozos) unidos con ciertas condiciones de contamlid

Dados los nodossxx;<...<X,, un spline de gradbcon esos nodos es una funci®tal
que:

* En cada sub-intervalo [ti-1,t§ es un polinomio de gradk

* La (k+1)-iesima derivada dges continua en [x0,xn]

Ses un polinomio a trozos continuo de gr&do menor) cork-1 derivadas continuas.

Spline Lineal
s(x)=mx+h, for xO[x,x,], i=012--,n-1 (1)

Las condicioness (X)) =V, Y S (X.,) = V.., producen2(n—2) ecuaciones en los

puntos interiores. Estos junto con cada condiciolog puntos extremos hacen un total
de 2n-2 ecuaciones para encontrar 2n-2 incoégmif@izando esto, conseguimos:

s (X) =Y, ))((__Xi+l T Vi - =Y +yi+l:3(/i(x_xi)a XD[Xi’XHl] )

i i+1 i i+1 i

cuyo resultados son lineas rectas que ensambldaospeTcinos.
Claramente se observa que(x es)a formula de interpolacion de Lagrange para un

conjunto de datos que consiste de los siguiente®p: (X, Y, )Y (X1, Y., )- ESto es
la aproximacion de la solucién para los elemerito®§ lineales en una dimension.

Ejemplo 1Encontrar los Splines lineales para el siguientgurdo de datos:

N
w
N
ol

Splines Lineales

X-5 x-0 2
X)=0 +2 =—x, x0d[0,5
s (X) o5 %5 0"z [0,5]
X=7 X-5
X)=2——-1——=-15x+95, xUO[57
(9 =2— -1-— [5,7]
X—8 X—=7
X)=-1——-2——=-x+6, x0O[7,8
09 =-1o— -2 — [7.8]
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X710 50X78 _11x-90, xO[810]

S, (X)=-2
+ (%) 8-10 10-8

Interpolacion Spline Lineal

20 ‘ ‘ ‘
O  datos

spline lineal
+  interpl: linear
151 interpl: MATLAB function. 7]

Escriba "help interpl" en MATLAB
Investigue su uso y opciones.

Figura 1 Splines Lineales para el conjunto de datodel ejemplo 1

Ejemplo 2Encontrando los splines lineales para los sigaegeptintos

i [1]2]3][4]5] 6
x| 0| 1] 2| 3] 4] 5
yl1[ 1] 1] 1] 1 1

Interpolacion Spline Lineal

16+t HB O datos 4
spline lineal
0.8r + interpl: linear

0.4+ B

0.2 B

0.2+ 4

0.4L il

-0.6+ 4

-0.8+ 4

Figura 2 Splines Lineales para el conjunto de datodel ejemplo 2

Pag. 8



METODOS NUMERICOS — MB536 UNI-FIM-2009-1

Se observa claramente que los splines en amboglegson justamente lineas rectas.
Usaremos los datos anteriores para usarlo corespli@ diferentes ordenes.

Spline Cuadratico

Un spline cuadratico tiene una funcion cuadrataa gada intervalo de los datos
s(x)=ax’+bx+c, paraxO[x,X.,], i=0,2--,n-1 (3)

El cual es restringido para cumplir las condiciofy C.
Para las condiciones’G-onseguimos

S(X) =Y, S(Xu) =Y, 1=012,.n-1 (4)

Para las condiciones'Gonseguimos

S (Xi+1) = S|+1(Xi+1)! I = 01 l2, T n-2 (5)
De los tres requisitos antes mencionados, existeh Gndiciones de restriccion. Pero
los splines requieren un total de 3n-3 condicioass$,que faltaria una condicion para
resolver el problema. Generalmente, tomart(>s) = 0 como condicion adicional. Esto
da lugar al spline cuadrético natural. Otras cdodis pueden ser usadas, tales como:
S’o(Xo) = Sn_z(Xn )
Para encontrar las formulas para el spline prirdermtar por M= S; (i ), luego desde
gue $§(x) es un spline lineal para el conjunto de daxga\;, i = 0,2,..., n-1), tenemos:

SI(X):M N X_Xi +M. Xi+1_x :(Mi+l_Mi)X_Mi+1Xi +MiXi+]_
Xia =% Xig =X X =X
Xi+1_xi

La cual es por supuesto es la ecuacion lineallpgrandiente
Integrando con respectaxaconseguimos

M., —M, )

X)= ——(X=%) " +M,(Xx=x)+V, 6

S00= 50 3y (T MG x) +y ©)

Después resolver para la constante de integraciéndo la condiciones frontera®C
s (x) =Y, . De tal forma que el spline cuadratico es definida vez que obtenemos los

valores deM; .

Haciendox = x:1, conseguimos

M., —M, )

=, (X X)) T M (X X)) Y,
Yin 2(Xi+1-xi)( 17 %) (X =%) Y,
Lo cual nos lleva a

MHZZXilﬁ—M<

., i=012--,n=-2 (7)
Xig =X
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Este es un esquema recursivoMgies conocido, entonc®4 puede ser derivado a
partir de la ecuacion anterior.

Varias condiciones pueden ser impuestas paraetign
» Para el spline naturaM, = .0

e SiMy = My, luegoM; puede ser calculada por
|\/|0=|\/|1=2y2_y1—|\/|02>|\/|0=y2_y1 (8)
X, =X X =X
e SiMy = M., luegoMgpuede ser calculada por

n-2 —_
n-2 B M, = Z[(—l) nin Yin 7Y j , nespar
Mo - Mn—l =2 ((_1)n—i+1 Yia 7Y j_(_l)nMO — = Xy — X
i=1 i1 T X
no hay solucion n esimpar
9)

Esta condicién no puede ser aplicada cuando n agmero impar.

Ejemplo 3Dado los puntos del ejemplo 1 derive los splineicaticos.

Usando los splines cuadraticos naturales, ddfyre O, entonces tenemos:

M,=22"9% 0=08 M,=2"1"2-08=-38
5- 7-5

M,=2-2*113g=18 M,=229"2_18=202

5,00= 2870 (4 _0) +0(x-0)+0= 0082, x0[0,5]
2(5-0) o !
~38-08, ., ,

§(x) = >°7 Y% (x_5)? + 08(x-5)+2=-115x? +12.3x~ 2895, x0[5 7]
2(7-5)

5,0 = 838 _7)2 _3g(x-7)-1= 28x* - 94x+1628, x[[7,8]
28-7)

5,(X) =220(i20_gs(x—8)2 +18(x-8) -2 = 46x* ~718x+2736, x0 [8,10]

Los resultados y los splines hacen ddg= M1, son graficados en la Figura 3. Cerca de
x =0, el spline natural tiene una curva plana ocasiamexd la pendiente cero en x =0.
Los otros splines tienen una pendiente lineal gmigler intervalo. A través de todo el
intervalo de los datoslos splines son diferentes, aunque las diferemoagequefias
para la mayoria de la particion.
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Quadratic Spline Interpolation
20 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ D

O data points
— natural quadratic spline
quadratic spline with dl=d2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3. Splines Cuadratico para el cojunto de dats del Ejemplo 1.

Ejemplo 4 Obtener los splines cuadraticos para el conjdatpuntos del ejemplo 2

Quadratic Spline Interpolation
15 T T T T T
O data points
— natural quadratic spline
1 ___ Quadratic spline with dlzd2 ]

Figura 4. Splines Cuadraticos para el conjunto deatos del ejemplo 2.
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Spline cubico

Corresponde a la categoria de interpolacion se@ranidonde cada tramo es
aproximado con polinomios de tercer grado, aplicacmhdiciones de suavidad que se
ven a continuacion:

Consideremos dos puntos consecuti{as:y, ) Y (X.,, Y..,). y €l polinomio ctbico:

SI(X):ai(X_Xi)3 +b|(X_Xi)2 +Ci(X_Xi)+di
A continuacién impondremos las condiciones de slzaliesto es, restricciones a las
derivadas de primer y segundo orden.

Garantizamos que el spline pase por todos los pulgda tabla y ademas la
continuidad:

Ambos puntodx,,y,) y (x.,,v..,) pertenecen & (x)
Para(x,y,):

S(Xi):a1(xi _Xi)3+b|(xi _Xi)2+ci(xi _Xi)+di =d =y, 1)

Para(xiﬂ’ yi+1) :

S (Xi+1) =q (Xi+1 =X )3 +b, (Xi+1 =X )2 +G (Xi+1 - Xi)+ d, = a1hi3 +bihi2 +coh +d =y, (2

Donde:h, = x,,, — X;

Garantizamos la primera y segunda diferenciabilelatbs nodos comunes:

La primera derivada:

§'(x)=38 (x-x )" + 25 (x-x ) ¥ ®

La segunda derivada:

n

S (x)=6a(x-x)+2p @
Definiendo: S," (xi ) =M,y S," (xm) =M,,, y reemplazando (4) ex y x,,, entonces:
Six=x M, =6a(x —x)+2b =2b (5)
Six=x, M, =6a(x, —x)+2b =6ah +2b (6)

Reordenando las ecuaciones (5) y (6) se obtiene:

b=~ (7)

|\/|i+1_2bi _Mi+1_Mi (8)
6h, 6h,

a'i:

Si reemplazamos las ecuaciones (1), (7), (8) eag#ega a:

Pag. 12



METODOS NUMERICOS — MB536 UNI-FIM-2009-1

IVli+1_Mi 3 Mi 2
= +— +ch +v.
y|+1 6h| hi 2 hi |hi yl

Con lo cual:

C = yi+1 _yi _ Mi+1 +2Mi hi (9)
h 6

Ahora impondremos continuidad para la primera @eldav
S(%-) = S(x) (10)

Evaluando (3) erx,_, se obtiene:

S(x.)=3a,(x —x, ) +20,(x —x_)+c,

) (11)
=30, +2h h, +c,
y ademas lo evaluamos en
S(x)=3a(x -x) +20.,(x -x)+¢ 12)
=G
De la ecuacion (10), con reemplazos de (11) y (12)
3ai—lhi—l2 +2b_h., +c, =g (13)

A continuacion reemplazamos (7), (8) y (9) en lpregion (13) (para iy i-1)

%hi—l-'- Yi =Yiu M, +2M h. |= Yir =Y _ My, +2M, h
h_. 6 h 6

Mi+1_Mi hi—12 +2
6h, 2

3

Reordenado la ultima expresion se concluye:
haMi +2(he )M, +hM = 6(y[x, %] = vixa, x ])

—Yu~Y
| h

Asi se define un sistema de n-1 ecuaciones parainegfnitas (losV;)). En general,

Coni=l1, 2, ..., n-1. Ademéls/.[x,xﬁl

para resolver el sistema se debe imponer condgioeeternas. Existen dos
posibilidades:

a) Spline de frontera libre o natural

Sea el conjunto de dato,, Yo ) (%, 1 ) (%, Vo )i+ (X Vi )

Donde cada segmento puede ser aproximado con momib clbico de la forma:
s()=ax-x) +b(x-x) +c(x-x)+d i=01--,n-1

Haciendo:h =x,, -x M, =S'(x)

Para el spline naturaM,=M_ = 0

Debemos primero resolver el siguiente sistemaaigioial:
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2Ah+h) h 0 0 Tm ] [ wxxl-vxx
h, 2(hl+h2) h, ; M, Y[Xz’xs]_Y[Xi’Xz]
0 0 : 6 :
: - hy 2(hn—s + hn—Z) h,, M y[Xn—Z’Xn—l] y[x -39 Xn- 2]
L 0 0 hn—2 2(hn—z + hn—l)__Mn—l_ L Y[X -1 n] Y[Xn 2’Xn—l]

Una vez obtenido ,,---M_,, obtendremos los coeficientes:

- M, — M,
! 6h
b ="
2
2|\/|
G _y[xl’ |+1] + |
d =y,

b) Spline de frontera sujeta

S(x)=A y S(x,)=B, conlo cual se agregan dos ecuaciones:

2h,M, +hoM, = 6(y[X0’X1] - A)
hn—l'\/| n-1 + 2hn—1'\/| n = 6(B - y[xn—l' Xn ])

Y llegamos a tener n+1 ecuaciones con n+1 incagnita

[ 2h, h, 0 0 [M,] [ y[x. x| - A

hy 2(h0 +h1) h, : M, y[xl’xz]_Y[Xo’Xl]

: . : hn—2 2(hn—z + hn—l) hn—l M n-1 y[xn—l’ Xn] - Y[Xn—z ! Xn—l]
L O e O hn—l 2hn—l__ M n _| L B - y[xn—l’ Xn] _
Ejemplo 5

Obtener un Spline Natural para los siguientes datos

X 0 1 1.5 2.25
Fx) |2 4.4366 6.7134 13.9130
Solucién

i hi X F(x) fl,]

0 1 0 2 2.4366

1 0.5 1 4.4366 |4.5536

2 0.75 15 6.7134 |9.5995

2.25 13.9130
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En este caso: F(ho ) }{Ml} ) 6{ £[x,x,] - f[xoxl]}

hl 2(h1 + hz) M 2 f[X2X3] - f[xlxz]
3 05[M,|_ [45536-24366] [127020
05 25|M,| |95995-45536| |30.2754

M, =22921 M,=116517 M,=M,=0

Para i=0, 1y 2, reemplazamos las siguientes fiasara obtener los polinomios
segmentarios:

Reemplazando:

= Mi., — M
3 on
b =
2
M. .. +2M.
G =yxxa] -
d =y,
xOfo, 1] 0.382x - 0)* + 0(x — O + 2.054€x - 0) + 2
S(x)={ x0O[1 15] 3.1199x - 1) +1.146x - 1) +3.2005x — 1) + 4.4366
x0[15, 229 -25899x-15)°+5.8254x - 15) +6.6866x - 15)+ 6.7134
Ejemplo 6
Obtener una interpolacién por Spline Cubico forzapara f(x) = (x-1)* en x=0, 1,
1.5. Se pide:

a) Mostrar las funciones Spliri&(x)para cada intervalo.
b) Demuestre que las funciones Spline cumple las cardis minimas.
c) Interpole para x=0.5y x=1.25 y determine el eammetido en cada caso.

Solucién

X 0 1 3/2
y 1 0 1/16
ho=1 h=1/2

Y[Xo,X1]=-1  y[X1,X2]=1/8

a=1(0)=-4 Bg=1'(3/2)=1/2

2h, h,  OM, ylxox]-a
h 2h+h) h | M, |=6 yxx]-yxx]
0 h  2h|Mm, B - y[xx,]
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2 1 07Mm, 18
1 3 1/2|M,|=|27/4
0 1/2 1 |M,| | 9/4

M,=39/4 M,=-3/2 M,=3

— |\/|i+1 |\/li
4T 6
bl :&
2
+2M
C = y[xl |+l]
d =y,
dpg = - 15/ 8 81:3/ 2
bo = 39/8 b]_:- 3/4
Co = -4 C]_:l/ 8
do =1 d1:O

f(0)=-4 f*(1.5)=1/2

a) S(x)= -15/8C3+39/8¢-4x+1 O<=x<=1
S(X)=3/2 x-1)°-3/4 (x-1¥+1/8(x-1) 1<=x<=1.5
6
S(X)=3/2x3-21/4 ¥+49/8 -19/8 1<=x<=1.5

b) (1) = S(1)=0_S(x)=y; Si(x)=y; j=0,1,2

SH(x) = -45/8X+39/4x-4 S(X)= 9/2¢-21/2+49/8
Sp(1) = S1(1)=1/8
S"o(X) = -45/4x+39/4 S(X)= 9x-21/2
S"(1) = S"(1)=-3/2
c)
$(0.5)= -1/64 f(0.5)= 1/16 Errorl= |f(0.5)- &0.5)| =0.0781
S(1.25)= 0.0078 f(0.5)= 0.0039 Error2= |f(1.25)- §1.25)| =0.0039
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AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS
Dado un conjunto de pares ordenadgyifxse busca una funcién de aproximaaipn

tal que:

g(x;) se aproxime ajyparai=1, 2, ..., n}1

F
- {-J"JI:_]"lr]

e (0305)
LTS K M-S
(¥2.32) (xa.v4)

=%

De un modo general, una funcién aproximante depardkevarias constantes

c,,C,,..C,, €s decir:

g(x) = F(x,c,,C,,...,.C,)

Parai=1, 2, ...., n, definimos las desviacionea@o

d, =y, —F(x,c,¢,..C)

La funcién aproximada debera ser escogida de foumeaales desviaciones sean
pequefias en valor absoluto.

Esta funcion puede ser elegida como una combindiciéal de otras:

F(x,c,....c,) =@ +....C.0,

Por ejemplo, la aproximacion mediante una recta ser

F(x,c,,C,) =¢, +C,X

El método de los minimos cuadrados consiste emebtaa funcion de aproximacion,

gue busca:

Minimizar )" d?

i=1

Se busca entonces, minimizar la suma de los cuasidallas desviaciones:

&(Cy,.--,C) = iZ;:diz = iZ:l:[Yi _(Clﬂ(xi)"'---'*'ck@(xi ))]2

por lo tanto:
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Le=0

% _o j=1..k
ac;

Aproximacion de una recta por minimos cuadrados:

g(x) =c, +c,x

C121+C22Xi =ZYi
=1 = i=1
Clixi +C2ixi2 =ixiyi
i=1 i=1 i=1

Reduccion a problemas de minimos cuadrados:

Una funcion de la formay = ax®

Se puede linearizdng(y) = log(a) + b log(x)

Factor de regresion:

Z( [ _ym)2

i=1
9, dela funciondeajuste
y; dela data

Forma Matricial del ajuste o regresion por minimoscuadrados

Sistema sobre-determinado para ajuste de una recta
Escribiendo la ecuaciéox + ¢, = y para todos los puntos conocidas §), i =1,..m obtenemos un
sistema sobre-determinado.

rp 1 Y1
T 1 [C 1} |y
: : C2 :
Tm 1 Ym
(e}
Ac =y
Donde
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o 1 J_ .y]
2 : Yz

A = *2 1 ¥ = :
Ty 1 Ym

Ecuacion normal para el ajuste
El cuadrado de la norma 2 dey — Aces

p = ||*r||j =r'r=(y— Ac) (y — Ac)

T I T 3 T 4T
=y y—(Ac) y—y (Ac)+c A Ac
= yT'y — QyTAr_f + T AT A
La minimizacioén dep requiere que
dp
— — 24Ty 4+24ATAc =0

de
o que

{ -‘lT-‘l :] c = —‘lrb

A esta ecuacion se le denomina ECUACION NORMAL.

Estadistico R
R? es una medida de que tan bien la funcién de agigte la tendencia de la data.
Se define

)A/es el valor de ajuste de la funcién en los punéokdiata conocida
9i =C1Xj *+Cy para el ajuste a una recta

y es el promedio de los valongs

y=:ﬂZYi

D [ |
S wi-9) > (v = 9)?

Luego:

R

0< R <1
CuandoR?=1 la funcién de ajuste tiende a la data

CuandoR?*=0 la funcién de ajuste no es significativamenteamgjie la aproximacion a la data por este
medio.

Ajuste de funciones no lineales previa transformadn

= Algunas de funciones no lineales ajustaglas-(x) pueden ser transformadas en una ecuacién de la
formav =c; u+c,

» El ajuste por minimos cuadrados a una recta esrdééado en la transformacion de variables.

» Los parametros no lineales de ajuste de la funstdnobtenidos por transformacion inversa de las
variables originales.
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= El ajuste de minimos cuadrados a la ecuacion wemsfla no produce el mismo ajuste de
coeficientes como la solucién directa de un probieae ajuste de minimos cuadrados no lineal que
involucra el original ajuste de la funcién

= Ejemplo
y=aéef* Iny=cx +c,
y=ax’ Iny=c Inx+c
y=axée* In (y/X)= cix+c,

Ajuste de la combinacion lineal de funciones

= Definicién de la funcién de ajuste y funciones base
=  Formulacién del sistema sobre-determinado
=  Solucién via ecuaciones normales

Considere la funcion de ajuste
) F(Q) =i fi(¥)+cofa(¥)+... +6fu(X)
(0]
_ n
F(x) = Yafid
i=1
Las funciones base
filz), folz), ..., fulz)
son seleccionadas por la persona que hace el ajuste

Los coeficientes
C1,C20 v v ., Cn

son determinados por el método de los minimos adadr
F(X) puede ser cualquier combinacion de funcionessgae lineales en los coeficientggpor esta razén

2 23 . x Iz P
1, @, =7, ™7, sinxz, e, e, cos(ln25x)

son todas funciones base validas. Por otro lado

sy \ eqr o
sin{eyz), ™7, x™2

no son funciones base validas, desde que Emn los parametros del ajuste.
La funcion de ajuste para un polinomio cubico es

/ \ 3 2
F(z) = c12” + c22” + esz + cu,

la cual tiene las funciones base

El objetivo es encontrar lastal queF(x) =Y, .

Desde qué(x) # Y, , el residual para cada punto de la data es

n

TP = Yi — F(I ) =1y — Z "-",jfj (I )
j=1
La solucion de minimos cuadrados proporciona;losie minimizarﬂer.
Considere la funcion de ajuste con tres funciorss b

y=F(z) = cifi(x) + cafalz) + cafal(x)

Asumiendo qué(x) actia como una funcién interpolante. Entoncesdasciones
son todos satisfechas.
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cifile) + eafo(z) + esfalzr) = v,
crfilza) + cafolxa) + eafa(xa) = ya,

lel[:‘l‘?rz :] + c2 '.2[:‘1'”1:] + *’-f:%f.'l[:l".rr'a:] = Ym-

Las ecuaciones anteriores son equivalentes ahgistebre-determinado

Ac=y
Donde

filzy)  falzy)  falzy)
A — I [:,1'2:] falxa) fal J.'g:]

Lf 1 { ,Irm ) fal ,:1’ m) [l ,Irm jJ

Cl 1

c2 Y2
o = . s Yy = -

Cn Ym

Si F(x) no interpola la data, entonces la ecuacion makgcecedente no puede ser resuelta exactamente;
b no cae en el espacio columnaAde
El método de los minimos cuadrados provee la soue compromiso que minimiza

Irlly = lly — Acll,

El valor de c que minimizM2 satisface la ecuacion normal

(AT A)e = ATy

Problemas Resueltos
Problema 1

Dado el siguiente conjunto de puntos:

X 5 9 13
F(x) |4.71 |8.26 18.45
. n
l‘_.1
Y2
- = Ca 1; p— .
Ca
Ym
Estimar f(6)
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Solucion
Primero construimos la Tabla de diferencias Diwadid
i | Xi f(x:) fl,] fl..]
x=6 0| 5 4.71
— T 0.8875
1( 9 8.26 0.2075
2.5475
2| 12 18.45
El Polinomio de interpolacion basado en diferendiaglidas sera:
P2(X)=fo+f[X 0,X1] (X-X0) +f[X 0,X1,X2] (X-X 0) (X-X1)
Reemplazando:
P,(x)=4.71+0.887%x-5)+0.207%x-5)(x-9)
Luego: f(6%P,(6)= 4.9750
Problema 2
Dada la siguiente tabla de datos:
' Xi f(xi) f.] fl..] fL.,.] Ly,
0 0.1 0.748125
-0.10044
1 0.2 0.738081 0.00655
-0.098475 0.2193
2 0.4 0.718386 0.1162 0.034667
-0.051995 0.2401
3 0.6 0.707987 0.23625
0.01888
4 0.7 0.709875

Se Pide:
a) Construir el polinomio interpolante de Newton, par2 y n=3
b) Interpolar para x=0.17 en cada polinomio de lagajt
c) Halle el error cometido en cada caso
Solucion
a) Para n=2:
P2(X)=fo+f[X 0,X1] (X-X0) +f[X 0,X1,X2] (X-X 0) (X-X1)

Reemplazando:

P,(x)=0.748125-0.10044(x-0.1)+0.00655(x-0.1)(x-0.2)

P,(0.17)=0.741080445
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Para n=3:
P3(X)=fo+X 0,X1] (X-X0) +f[X 0,X1,X2] (XX 0) (X-X1)+ f[X0,X1,X2X3] (X-X0) (X-X1) (X-X2)
Reemplazando:
P5(x)=0.748125-0.10044(x-0.1)+0.00655(x-0.1)(x-0.22A®3(x-0.1)(x-0.2)(x-0.4)
P3(0.17)=0.741186366
d) Podemos aproximar el error de la siguiente forma:
en(X)=f[X0,X1,.....%+1] (X-X0)...(X-Xn)
e3(X)=f[X 0,X1,X2,X3,Xa] (X-X0) (X-X1) (X-X2) (X-X3)  €3(0.17)=-0.7199x10
e(X)= f[X0,X1,X2,X3] (X-X0) (X-X1) (X-X2) e2(0.17)=0.1059x10

Problema 3

Dados los siguientes valores:

k Xk f(Xk)
0 0.0 0.00
1 1.0 0.75
2 2.0 2.25
3 3.0 3.00
4 4.0 2.25

a) Encuentre f(1.5) usando la mejor aproximacion gesiimo tome en cuenta el
altimo valor (%,f(X4) ).

b) Que polinomio usaria para interpolar x=3.5papne la f(3.5).

a) Como estimaria x, si se sabe que f(x)=1.

Solucion
a) Usando diferencias divididas (04 puntos)

X y i1 vl ] vl ]
0.0 0.0000 0.7500 0.3750 -0.2500

1.0 0.7500 1.5000 -0.3750 0.0000
2.0 2.2500 0.7500 0.0000 0.0000
3.0 3.0000 0.0000 0.0000 0.0000

WN RO .

Polinomio Interpolante de Newton.

Psx)= 0+ (x=0) 1+)x-1)y[ ] + (Xx-1)(x-2)¥[ ]
Ps(1.5)= 1.5000

x= 0 1 2 3 4
y= 0 0.7500 2.2500 3.0000 2.2500
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Tabla de Diferencias finitas
Usando todos los puntos dados
y Ay Ay Ay Ay
0.0000 0.7500 0.7500 -1.5000 0.7500
0.7500 1.5000 -0.7500 -0.7500
2.2500 0.7500 -1.5000
3.0000 -0.7500
2.2500
Polinomio Newton Progresivo
h=1
S=(x -0)
H

Usando 4 puntos

Ps(X) = Yo+ SAYo + S(s 1IN %y, + (s =}(s =2)A°,
2 6

X=1.5
S=15
Ps(1.5) =1.5

b).- Que polinomio usaria para interpolar x=3.5pame la f(3.5).

Pa(X) = Yo+ SAYo+ S(S—IN%, +s(s=Ns-2)A%,  +5(s-Ks-2)(s-3 ",
2 6 24

Usando 5 puntos
x=3.5
s=3.5
P4(3.5) = 2.8301

Usando 4 puntos
P3(3.5) = 2.6250 (menos aproximado porque isstatrapolando)

d) haciendo X=y e Y=x
Usando diferencias divididas solo para g=1[2 3 ]

Y L ¥l ] Yo ]
0.0008—,
1.3333—
1.0000 -0.2963,
0.6667 0.1975
2.0000 0.2963
1.3333
3.0000

Con 4 puntos: P(X=1.0)= 1.1975

Respuesta: x=1.1975 cuando f(x) = 1
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Problema 4

Dado la siguiente tabla:

X 1 2 2.5 3 4 5

FX) |1 5 7 8 2 1

a) Calcular F(3.4) usando el Polinomio interpolantéNagevton de orden 1, 2 y 3.
Escoger la secuencia de los puntos para que obli@nggjor aproximacion posible.

b) Como aproximaria el error cometido para cada caso.

Solucion
X 'y Y[l Y] ¥ ] Y[ ] ¥l ]
1 1
4

2 5 0

4 -1.000000
25 7 -2 -0.222222

2 -1.666667 0.455556
3 8 -5.3 1.600000
3.4 -6. 33833
4 2 2.5

-1
5 1

p1(X) = 8 -6(X-3)
pi(3.4) = 5.6000

Po(X) = 8 -6(X-3) -5.333(X-3)(X-4)
P(3.4) = 6.8799

pa(X) = 8 -6*(X-3) -5.333*(X-3)*(X-4) +3.133333*(X-3)(X-4)*(X-2.5)
p3(3.4) = 6.2031
Error cometido

Ex(X) = -5.333(X-3)(X-4)

Ex(x) = 1.2799

Ex(X) = 3.133333(X-3)(X-4)(X-2.5)
E(3.4) = -0.6768

Es(X) = 1.6%(X-3)*(X-4)*(X-2.5)*(X-5)
Es(x) =0.5530
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Problemas Propuestos

Se tiene la siguiente tabla ( obtenida a partiF@¢ = Ln(x) )

X

1

2

3

4

5

F(x)

0

0.6931

1.0986

1.3863

1.6094

a) Estimar los valores de F(0.8) y F(1.2), utilizamdi@olinomio progresivo
b) Estimar los valores de F(3.2), utilizando el patmo central
c) Estimar los valores de F(4.8) y F(5.5), utilizamiipolinomio regresivo.

2. La siguiente tabla define los valores de un cosfite de perdidas de calor en

funcidn de un espesor de aislante térmico:

X

0.96

0.98

1.00

1.02

1.04

F(x)

0.7825

0.7739

0.7656

0.7563

0.7473

(polinomio progresivo)

3. Para la tabla que se presenta a continuacion:

Hallar el coeficiente de perdidas, cuando el aisléérmico es: 0.97, 1.03 y 1.015.

X

0

F(x)

-3

a) Obtenga la aproximacion polinomial de Lagrangetodios los puntos:

b) Interpole el valor de la funcion f(x) para x = 1.8

4. Construir un polinomio de tercer grado, si se cend=0; x3=-2; x4=3; f(x2)=5;

f[x2,x3]=7 y f[x2,x3,x4]=2 y que pasa por el pur{ig6).

5. Sise conoce los siguientes puntos : (X, Y)

1.0

1.5

2.5

3.0

3.5

4.0

1.841471

6.180399

10.708933

20.173274

32.9051¢§

3

48.827695 70.643568
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Interpolar usando el polinomio en base a diferencemtrales (grado 3); para x =

2.75 (tomar ¥=2.5 punto central) ¢ Cuantas c.s.e. tiene su agt

6. Los siguiente puntos fueron tabulados de la fungiére sen(x) :

X 2.2 2.3 2.4 2.5
Y 7.2967 7.4378 7.4457 7.2909

Estime el valor de x para el cual y es maximo,léntervalo [2.2, 2.5] e indique
cual es el error cometido.

7. Dada la siguiente tabla de voliumenes especificosei@no:

Presion(Ib/pulg) 10 20 30 40 60
Temperatura( °F)
-200 17.15 8.47 5.57 4.12 2.68
-100 23.97 11.94 8.91 5.91 3.91
0 30.72 15.32 10.19 7.63 5.06
100 37.44 18.70 12.44 9.33 6.21
200 44.13 22.07 14.70 11.03 7.34

Estime el volumen especifico del metano a 56.22F Lb/pulg. Use un

polinomio de interpolacién de grado mayor o igudl a

8. Estimar f(3.5) tomando los tres primeros puntosstyme el error cometido.
X 1 4 6 7
F(X) 1.5709 1.5727 1.5751 1.57684

9. Hallar el polinomio B(x) de tercer grado tal que f(2)=7,f(2) = 16,2,4] =11y
f[1,2,4,5]=2.

10. Encontrar una aproximacion a la solucién’s-aterpolando los siguientes datos:
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X 0.3 0.4 0.5 0.6

e” 0.740818 0.670320 0.606531 0.548812
11.Dados los siguientes datos :

X 0.1 0.2 0.4 0.8

Y 64.987 62.055 56.074 43.609

a) Calcular f(0) , usando la mejor precision.
b) Estimar f(0.3) usando un polinomio de grado 2.

c) ¢Cual es el error cometido al calcular f(0.3)?

12. Determine el polinomio de cuarto grado Q(x) pareual Q(0)=Q’(0)=0;
Q(1)=Q'(1)=1; Q(2)=1

13.Dar la tabla de diferencias para los datos : 11,-11, 1.

14. ¢ Cudl es el valor d&'y, y 8%,, si

iYya=nm’—=rf+17n—-1:re 0O
i)yn=2";h=1;n=0
15. Utilizando diferencias finitas, determinar un polmio ajustado a los puntos:
FO) =1;

F(0)=0; F(1)=F@1)=1

16.De un medidor eléctrico se obtuvieron los siguigck&os :

T(min) 0 0.25 0.25 0.75 1

Pot(Watts) | O 0.19268 0.29105 0.32198 0.30956

a) Se sabe que se cometié un error en la mediciéa peténcia en t=0.5 min.

¢cual debe ser el valor correcto?
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b) Estime la potencia en t = 0.275 seg., utilizandpalmomio de grado 2 con el

17.Calcular f(3) por la interpolacion cuadratica esiguiente tabla :

menor error posible.

X

F(X)

12

21

¢, Cual de los dos;fX) le da menor error?
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